90 Théoréme de Stokes

Exercice 7.8 Soient F (z,y,2) = (zy,z2,5%) et T la surface obtenue en fai-

sant l'intersection du cylindre 2% + y? < 1 avec le plan z + 2 = 1.

Exercice 7.9 Soient F (z,y,2) = (2,¥,0) et
E:{(:c,y,z)€R3:z=sin(3x+2y), z>0,y>0etz+y< g}
Exercice 7.10 * Soient f € C* (R3),

F(x') y’ z) = (07f (x’ y7 z) 70)

et
Z:{(m,y,z) ER3: 22 4+42 =1, 0<x,y,z<1}.

Vérifier le théoréme de Stokes.

7.4 Corrigés

Exercice 7.1 (i) Calcul de / / rot F' - ds. On trouve que
b

€1 €9 €3 —92,
a o0 0
rot F' = % 8_’y & = 0

2y 22 0
et si A=(0,2m) x (0,1), alors
¥ ={0(0,2) = (2cosb,zsinb,z) avec (6,2) € A}.

La normale est alors

e1 e es zcosf
cogNo,=| —zsinf zcosf# 0 |=] =zsinb
cosf sinf 1 -z

On a ainsi

27 1
// rot F' - ds :/ / (—2 2,0, —2% cos? 0) -(zcosf, zsinf, —z) dz df
o3 o Jo

21 a1 1 o
=/ / z3c0s20dzd0:7r/ 2Pdz =~
o Jo ’ 0 4

(i1) Calcul de / F.di.Ona
B>

O’(@A):Fl U, U Uy

‘Corrigés

vec Ty = {0 (6,0) = (0,0,0)}

Iy ={o(2n,2)=(2,0,2) : z: 0> 1}
Is ={0(0,1) = (cosf,sinh, 1) :0: 21 — 0}
Iy ={0(0,2) =(2,0,2): 2:1 >0} =—-T5.
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On voit alors que 8% = I's qui est parcouru négativement. On obtient par

conséquent
2m
/ F-dl= —/ (cos®@sin6,1,0) - (—sin#,cosd,0) do
oz 0

27 T
=/ cos?fsin®0do = = .
0 4

Exercice 7.2 (i) Calcul de // rot F' - ds. On a que
3

€1 €9 €3

-1

o o 3]
= oy as || 7Y
—X

2y z =z
et si A=(0,1) x (0,27) alors
hr— {a (r,0) = (r2 cos@,r? sinf,r) : (r,0) € Z}.

La normale est donnée par

€1 (] e3 —r?cosf
o.Nog=| 2rcosf 2rsinf 1 |= —r2sind
—72s5inf r2cosh O 273

et par conséquent

1 27
// rot F'-ds = / / (—1, —1, —r* cos? 0) . (—7"2 cos @, —r?sin @, 2r3) dr df
53} o Jo

1 27
:_/ / 277 cos? O drdf = - .
o Jo 4

(ii) Calcul de [ F - dl. On obtient par ailleurs que
[2)>)

a(8A)=F1 Ul uT'z Uy

Iy = {a(r,()) = (7‘2,0,7') :r:0—>1}
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o ={0(1,6) = (cosf,sinfh,1): 6:0 — 27}
I3 ={o(r2m)=(r*,0,r) :r:1 =0} =T
ry={c(0,8)=(0,0,0):6:2r — 0}.

On déduit donc que X = T’y et qu'il est parcouru positivement. On obtient
alors que

27
/ F.dl= / (cos?6@sin6,1,cosf) - (—sinb,cosd,0) do
% 0

27 T
=—/ cos?fsin®6do = ——.
0 4

Exercice 7.3 (i) Calcul de / / rot F' - ds. Un calcul immédiat donne

=
€1 €2 €3 0
rot F' = 2 2 E = 0
or Oy Oz P15
—3z°y

22y 1z
De plus si on pose A = (0,27) x (0,7/2) on a
% = {0 (8,¢) = R(cosfsinyp,sinfsinp,cosp) ot (0,¢) € A}.

On trouve

e1 es es3 —R2cosfsin? ¢
opAd,=R*| —sinfsing cosfsingp 0 =| —R%sinfsin®y

cosfcosp sinfcosp —sing —R?cos psiny

et on infere donc que

2 pw/2
// rotF-ds=3R6/ / cos? fsin? A sin® ¢ cos p df d
o o Jo

‘ 6 27 6
-——R—/ cos20sin29d0=ﬂ.
2 Jo 8

(it) Calcul de / F - dl. On trouve alors que
o%

O'(BA):E1UF2UF3UP4

ol
Iy ={c(6,0)=R(0,0,1):0:0— 2n}

Iy = {U(27r,g0) = R(sinp,0,cos¢) 1 p: 0 — g}

—) = R(cos0,sin6,0): 60 : 2r — 0}
T
2
On conclut donc que 8% = I's qui est parcouru négativement et ainsi

I'y={c(0,9) =R(sinp,0,cosp): p: = — 0} = —T5.

2
F.di= —/ (R5 cos? 0sin® 6,1, 0) - (—Rsin®, Rcos8,0) db
ax 0

27 6
=R6/ cos29sin46’dt9=—7r;1Z .
0

Exercice 7.4 (i) Calcul de / / rot F'- ds. On voit tout d’abord que
b

€1 €2
I} a
oz By
—2y =z

rot F' =

En posant A = (£,2) x (-, Z) on obtient
. 3 . -
= {a(r,&) = (rcosﬂ,r51n0,—§r+3> ou (r,0) € A}.

On obtient

€1 €2 €3
o Nog = cosf sinf —=

—rsin® rcosf O

et donc

//rotF-ds
b))

2 r% 3 3 3
= 1—-rcosf,0,——7r+4+5)-|=-rcosé, =rsinb,r | drdf

2 1%
=// §7”cos9—§1"2cos29—§7"2—+—57" d9dr=E+28—W.

(i) Calcul de / F - dl. Noter que 0¥ =0 (0A) =T1 Ul U3 UTy et
o%

Plz{a(r,—g) = (O,—r,—gr+3> :r:§—>2}




SES

Oorriges 0

R {0(2 8) = (2cosf, 2sin6,0) : 0 2}

™ 3 2
F3—{O’(1",§)—<0,7‘,—'2—7"+3).T.2—>§}
2 2 2 . o T
<§,0>—<§cos0,§sm0,2).6.2—> 2}.

On a donc i // 1"0‘5F-ds:16/3 /2cochoscpsin2god9d90:2\/_—§.
3 = z Jo

8
. = 2 P - —1 . d = —
/nF . /3 (2r,0,—) (07 ’ 2) "T3

3

on obtient

rot F'- og Aoy,

= (—4cos¢,0,0) - (—4 cos #sin” p, —4sin §sin? @, —4 cos psin <p)

et donc

4
(it) Calcul de / F-dl.OnaquedX=0(04)= Ty, ol

F-dlz/z (—4sin#,0,2sin6) - (—2sin, 2cos6,0) dd = 47 . =t
Ia -z

2
/F-dlz—/ (—2r,0,r)-(0,1,—§)dr=§
- . 2 3

3

IV}

RS

fus

A4F~dl = —/_2 (—%sinO,%cosG,%sin@) . <—§sin0,§cos@,0> dé

s
2

o wy
“—
H

.
8
=_/2 §Sin20+§00529 df = —_ . 0 :
_=\9 9 9 z
3
Par conséquent on a bien obtenu
1 2
F-dl= e + ﬂ - .
223 3 9 I‘lz{a(a,g):(cose,sin&\/g):9:0—)5}
m m
Exercice 7.5 (i) Calcul de / / rot F' - ds. On passe en coordonnées sphériques L'y = { (2 ‘P) (0,2sin¢p,2cosp) : ¢ : @3 e 5}
o
et on écrit pour A= (0,%) x (5, 5) I‘3={ ( ) ( 3cosf,/3sind, 1) 0 : E—)O}
2
2 ={0(,¢) = (2cosfsinyp,2sinfsing,2cosp) avec (6 p) € A}. T 7
) ’ ’ ’ T, = { 0, 2sin ¢, 0,2 T —}.
1=19(0,0) = (2singp,0,2cos9) s pp: 5 = &
On trouve Un calcul immédiat conduit &
e1 es es —4 cos 0 sin” %) z z
op Ao, =| —2sinfsing 2cosfsing 0 =| —4sinfsin®¢ |. /1“ F'dl=/0 (0,3,0)-(—sinG,cosO,O)de/O 3cosfdf =3
1
2cosfcosp 2sinfcosyp —2sing —4cos psinp
Comme % _
e1 ex  e3 Y 5 F.dl = /* (0,4cos2 ©, 0) - (0,2 cosp, —2sinp) dyp
rot F' g 0 g;
— - e P — 3
Ox 0Oy 0z = BCosscpdg0=3\/———
2 0 Ed 3
0 =z 0 Q




/F-dl:—/2(0,1,0)-(—\/§sin0,\/§c050,0) 9= 3
I's 0

F-dlz—/3 (O,4cos2<p,0) - (2cosp,0,—2sin)dp = 0.
It =

6

On a donc bien

4
zﬂﬂ=§:/ﬁﬂm=mf—§.
i=1 /T4

(o)

Exercice 7.6 (i) Calcul de / / rot F' - ds. On trouve tout de suite que

by
€1 €9 €3
o 0 0
rot F' = % 3_y a =
0 0 y+22
De plus, on écrit
Y = {o(0,¢)=(2cosfsinep,2sinbsinp,2cosyp) :

7r
Ogarccosgzgogarctggzﬁgg}.

On a donc ici .
A:{@¢y0<¢<9<5}

On obtient
e1 € es —4 cos @ sin? %)
oo Ao, =| —2sinfsing 2cosfsingp 0 = | —4sinfsin®yp
2cosfcosp 2sinfcosp —2singp —4 cospsiny

et, par conséquent,

// rot F - ds’
53

a savoir

L4 )
// rotF-ds:—4/ cosOdH/ sin? p dy
o2 0 0

6 1 8
= — — — —§i 2 I .
4/0 cosf [2 4s1n( 9)] de 3~

vl

LR
2
= —4/ / (1,0,0) - (cos #sin’ p, sin 8 sin® p, cos psin p) d d
o Jo

wol3
D

(ii) Calcul de / F-dl. On a que
o%

*]

U(@A):FIUFQUF;;

m
n:{damzm@m:moﬁg}
Ty = {a (g,ap) = (0,2sin¢p,2cosp) : o : 0 — %}
3= {0(0,9) = (2cosfsin, 2sin® ,2cos ) : 4 : g —>O}.

On trouve donc que 8L = I'; UT'3 et par conséquent

i

3
F'dl:/ (0,0,2sint,o+4coszg0).(0,2005%_2sim‘0)d(‘0
'y 0
: in2? 2 8
== | (4sin® ¢ + 8 cos® psinp) dp = — S+

_72L
/F-dl:—/ (0,0,2sin20+4cos20)-(2cos(20),4sin0cos0,—2sin0)d0
F3 0

x
=/ (45in® 6 + 8 cos® sin 6) df = ?
0

On a bien obtenu le résultat souhaité
/ F-dl = § — .
8% 3

Exercice 7.7 (i) Calcul de // rot F'- ds. On a
s

€1 €9 €3 0
a o0 @
tP=| 2 2 &
- or 0Oy 0z 0
0 22 0 2z
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On trouve N
%= {o(z,y) = (z,4,0) €R®: (z,y) € 4}

A={(z,y) eR*:2€(1,2), 25 -2<y <z}

€1 €2 €3 0
ozhoy=|1 0 0 |=]|o0
0 1

0 1
2 T 4
//rotF-ds:/ / 2xdydr = - .
2 1 J2z-2 3

(ii) Calcul de F - di. On trouve que 0¥ =0 (8A4) =T, Ul U3, ou
8%

Iy ={o(z,22 -2) = (2,20 —-2,0): z:1 -2}
Iy ={o(z,z) =(z,2,0):2:2 - 1}
I's={c(1,y)=(1,y,0):y:1—0}.

Le calcul donne alors

D 14
/ F-dl={ (0,2%0)(1,2,0)de = —
T 1 3

1

2
F-dl=—/ (0,:&,0)-(1,1,0)0@:—z
Fz 1 3

1
/ F-dl=—/ (0,1,0)-(0,1,0)dy = —1.
Ty 0

Le résultat suit directement

4
/ Fa=2_T_,-%
. 33 3
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Exercice 7.8 (i) Calcul de // rot F'- ds. On trouve si A = (0,1) x (0,27) que
b

£ ={o(r,6) = (rcosf,rsind,1 —rcosf) ou (r,8) €A}.

€1 €2 €3
or Nog = cosf sinf —cos@ |=]| O
—rsinf rcosf rsinf r

On obtient ainsi

€1 €2 €3

—X
o 0 9
rot F' = % 8_y & = -2z
2 z—X
TYy Iz

et donc
1 2w
// rotF-ds=/ / (—rcos,—2rcosf,1 —2rcosb) - (r,0,r)df dr
5 o Jo
1 2w
:/ / (—3r2cos0—|—r) dfdr = .
o Jo

(ii) Calcul de / F-di.Ona
oz

0(8A) =T, UT, Ul UTy
avec
I'i={o(r0)=(r,0,1—r):7r:0—>1}
I'; = {0 (1,0) = (cosf,sinf,1 —cosf) : 6: 0 — 27}
Ts={o(r2n)=(r,01-7):7:1-0}=-T,
Ty = {0(0,6) = (0,0,1)} .

On a donc 9% = I'y qui est parcouru positivement et ainsi
2
/ F.dl = / (cos@sin 0,cos 8 (1 — cos ) , cos? 0) - (—siné, cos #,sin#) df
))) 0

2
= / (— cosfsin® 6 + cos® § — cos® § + cos® fsin6) do = m.
0

Exercice 7.9 (i) Calcul de / / rot F'- ds. On trouve
5

€1 €2 €3 0
5] o a
F=l 2 2 =
it 5z Oy Oz

z y 0




Y ={o(z,y) =

A={($,y)ER2:x,y>0, z+y< g}

(z,y,sin (3z 4+ 2y)) € R®: (z,y) € 4}

et on obtient

y
72_l'

s x
2

e e es3 —3cos(3x+2y)

oz Aoy=| 1 0 3cos(3z+2y) |=| —2cos(3z+2y)
0 1 2cos(3z+2y) 1
On a alors

//ErotF-ds
= [ [ on0

et donc
// rotF-dsz/ [—sin(3z+2y)], i dr
> 0

=/5 (sin(3z) —sin(z + 7)) dz = %
0

—3cos(3z+2y),—2cos(3z+2y),1)dzdy

(i1) Calcul de / F -dl. On trouve que 80X = 0 (0A) =T; UT2 UT3, ou

on

I = {UCE?O) . (xv’075in(3$)) B Za: (0= g}

ool -G 19)

o(0,y)

—z,sin (z + 7r)>

=(0,y,sin(2y)) : y : ——)0}

Théoréme de Stokes

Le calcul donne alors

5 1
/F-dl:/ (sin (32),0,0) - (1,0, 305 (32)) do = ;
I8 0

% ) m
/FZF-dl:—/O (—51n$,§—9c,0)-(1,—1,—cosx)dz
fud s 2
2 2 /T m
—/ smxdx—i—/o (E—x)d:c-—l—%?

2
F dl = / (sin(2y),y,0) - (0,1,2cos(2y))dy=_%
et on peut donc conclure que

4
F.-dl=-.
a5 3

Exercice 7.10 * (i) Calcul de / / rot F' - ds. On trouve

b
€1 e e3 —f
a 98 B

rot F' = 3 By 5z |= 0
0 f 0 Jz

Par ailleurs on a

Y ={0(8,2) = (cosb,sinb,z) : (8,2z) € A= (0,7/2) x (0,1)}
€1 ex €3 cos
ocgNo,=| —sinfl cosf 0 |=| sinf
0 0 1 0
On a ainsi

// rot F' - ds
p)

1 .
= / /2 [(—f2 (cosf,sin b, 2),0, f; (cosb,sind, z)) - (cos@,sin 8, 0)] df dz
o Jo

1 s
=/ /2 {—i [f (cos,sin b, 2)] 0030} dédz
0 0 dz

et par conséquent

// rot ' - ds 2/2 [f (cosO,sinb,0) — f(cosh,sinb,1)]cosfd.
> 0
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(i) Calcul de F - dl. Observer que
0%

0(BA) =T, UT, UT3UT,
ou
Iy ={v () =0(8,0) = (cosh,sinb,0), §:0— 7/2}
Iy ={v(z)=0(n/2,2) =(0,1,2), z: 0 — 1}
I's={v(0) =0(6,1) = (cosh,sinh, 1), 6 : /2 — 0}
Fa={y(z)=0(0,2) =(1,0,2), z:1 = 0}.

Par conséquent
82 =F1 UFQUF3UF4

avec I'; et I'y parcourues positivement et I's et 'y parcourues négativement. On
obtient alors

/ F.dl= /2 [(0, f (cosB,sinb,0),0) - (—siné, cos b, 0)] df
Ty 0

:/2 f(cosf,siné,0) cos § do
0

F-dl:/l [0, £(0,1,2),0) - (0,0, 1)] dz = 0
T2 0

[

/ F.dl = —/ [(0, f (cosB,sin6,1),0) - (—siné, cosh,0)] df
B3 0

[N 5]

=— S (cosb,sinf, 1) cosf df
0

/ F»dl:—/l [0, £ (1,0, 2),0) - (0,0,1)] dz = 0.
T4 0

On a finalement

INERS

F.d =/ [f (cos8,sinb,0) — f (cosb,sind, 1)] cos 6 df
8% 0

ce qui est le résultat souhaité.

Chapitre 8

Appendice

8.1 Quelques notations et notions élémentaires

de topologie

Notation Soient z € R™ et R > 0, on note la boule de R™ de rayon R et centrée
en x par

Br(z)={yeR": |y —z| < R}

oli, pour z € R™, on a défini la norme euclidienne par

" 1/2
Izl = <Z Z?) -
i=1

Définition 8.1 Soit A C R™. On dit alors que
(i) A est ouvert siVz € A, 3¢ > 0 tel que B, (z) C A.
(ii) On définit le complémentaire de A, noté A°, comme

A =R\ A={zcR":z ¢ A).
(iii) A est fermé si A° est ouvert.
(iv) On définit la frontiére (ou bord) de A, noté DA, par
OA={zcR":B.(2)NA#0, B.(z)NA°#D, Ve > 0}.

(v) On note A, I'adhérence (ou fermeture) de A, qui est, par définition,
le plus petit fermé qui contienne A.

o
(vi) On définit lintérieur de A, qu’on note int A (parfois aussi A ), comme
le plus grand ouvert contenu dans A.

Proposition 8.2 Pour tout A C R” les résultats suivants ont lieu

intACACA et A= AUBA.




